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「モンテカルロ法によるオプションプライシング」講義ノート1

 
１．はじめに 

 ・モンテカルロ法によるシミュレーションの適用 
   ① 金融派生商品（以下、派生商品）のプライシング 
   ② オプションのポートフォリオや与信のポートフォリオのリスク量計算 
   ③ 保有期間のポートフォリオ構成の変化を前提としたリスク量の算出 
      ↓ 
    以上の算出にはモンテカルロ法が必須である。 
 （参考） 
 オプションプライシングと商品の関係

湯前、鈴木（２０００）

ヨーロピアンオプション経路依存多資産 アメリカンオプション

Hull&White,FSG法

 
 ツリー法、有限差分法モンテカルロ法（Ｔｉｌｌｅｙ以前）

オプションプライシングと商品の関係

湯前、鈴木（２０００）

ヨーロピアンオプション経路依存多資産 アメリカンオプション

Hull&White,FSG法

ツリー法、有限差分法モンテカルロ法（Ｔｉｌｌｅｙ以前）

 
 
 
 
 
 
 
 
   → 単純なヨーロピアンオプションについては、モンテカルロ法、ブラック・ショ

ールズ式の解析解、ツリー法、有限差分法等によりプライシングが可能であり、

各方法による結果はほぼ同じ値となる。 
 
 ・パソコンの処理速度の向上 
  以前はスーパーコンピューターなどを必要としたため、金融分野での利用に限りがあ

った。 
 ・モンテカルロ法の実装法の妥当性の検討の視点 
   ① 生成した一様乱数の性質の検討 

                                                  
1 本ノートは、石川・内田（２００２）に基づくものです。 
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     「十分にランダムな」数列とは 
       ア．独立性（周期性） 
       イ．一様性・・・検定方法は 統計量などがある。 2χ
        の条件が満たされている時、「疑似乱数」と呼ぶことが多い。 
      特に、コンピューター上で、一定のアルゴリズムに従って算出する乱数には

どうしても規則性が出てしまう。 
       ↓ 
      様々な手法の検討が繰り替えとされている。 
       （例）線形合同法、シフトレジスター法など 
   ①’一様乱数から目的の乱数への変換方法の検討 
     （金融に関する目的の乱数とは） 
       ア．正規分布・・・オプションのプライシング、VaRなど 
       イ．ロジスティック分布・・・倒産／非倒産の２値モデル 
       ウ．ワイブル分布・・・会社の寿命モデル 
       エ．パレート分布・・・高値が高値を呼ぶ高騰期の株価 
       オ．コーシー分布・・・正規分布と比べて裾の部分が厚く（ ）、株

価や為替相場の分析に利用 
FatTail

   ② 多次元正規乱数の生成方法の検討 
     後述のコレスキー分解だけでは、十分な精度が得られないため、モーメント調

整法により生成された乱数を調整する。 
   ③ 期待値演算とパーセント点演算における誤差削減手法の検討 
   ④ 適切な実装法の検討 
 
２．モンテカルロ法に関する基本事項 

（１）モンテカルロ法の定義と実務での適用対象 

 ・モンテカルロ法とは 
   ① （広義）乱数を取り扱う技法の手法 
   ② （金融実務）乱数を何度も繰り返し用いてシミュレーションを行い、多数の実

験結果から目的とする因子を求めること。 
 ・金融実務での計算対象 
   ① 期待値型 ・・・派生商品のプライシング 
   ② パーセンタイル型 ・・・VaRの算出 
 ・計算のアルゴリズム 
   ① 乱数を使って確率変数（原資産価格の変化など）を表現 
    （例）幾何ブラウン運動に従う株価 は、 )(tS
        SdzrSdtdS σ+=  
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上記式を時間区間［０，Ｔ］を長さΔｔで分割し、シミュレーションでき

る式に転換すると、 
        )()()()()( kkkkk ttSttrStSttS εσ+∆+=∆+  

② 生成された乱数を代入して確率変数（派生商品の価値やポートフォリオの損益）

の実現値を計算する。 
      区間を８０に分割し、株価の初期値を１００００万円、標準偏差を２０％、

利子率１０％、期間６ヵ月とすると（ t∆ ＝６／１２／８０＝０．０６２５）、 
        

00625.0)(100002.000625.0100001.010000)( 1 ×××+××+=+ kk ttS ε  

      

00625.0)()(2.000625.0)(1.0)()( 11112 ×××+××+= +++++ kkkkk ttStStStS ε

この計算を８０回繰り返し、Ｔ時における株価からペイオフ

を算出し、現在価値へと割り引く（具体的な割引ファクターは

)0,max( KST −

1.0
12
6
×−

e ）。 

       → ここで、区間の分割が十分に大きければ、大数の法則により精度が上

がる。 
   ③ 確率変数の実現値を集計 

上記計算をさらに繰り返し、実現値の平均を算出する。回数を大きくすれば、

精度が上昇する（中心極限定理）。 
       （参考）Ｄ．Ｇ．ルーエンバーガー（２００２） 
 

（２）数値計算における誤差 

 ・モンテカルロ法による誤差 
   ランダムな乱数を数多く用意すれば、推定誤差を小さくすることができる。 
    ↓ 
   もっとも、試行回数が多いほど、計算時間が長くなるという実務上の問題が生じる。 
    ↓ 
   実務上では、有限回数の試行で計算を停止する。 
    ↓ 
   真の値≠計算結果 
    ↓ 
   誤差の評価が重要となる。 
 ・コンピューターの数値計算の誤差 
   ① 打ち切り誤差 
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   ② 丸め誤差 
   ③ 情報落ちの誤差 
   ④ 桁落ち誤差 
   ⑤ オーバーフロー、アンダーフロー 
 ・打ち切り誤差の特性 
   ① 期待値型、パーセンタイル型では誤差の大きさが異なる。 
    （９９％誤差＜絶対値＞の計算方法） 
     ア．期待値型 
       試行回数 n、９９％信頼区間 33.2=z 、標準偏差 1=σ  

               ９９％誤差
n

zσ
=  

     イ．パーセンタイル型 
   ② 目標とする精度にあわせて試行回数を決定 
      
（３）誤差削減のための工夫 

 ・分散減少法の留意点 
   ① 分散減少法の誤差減少法は問題とする対象に依存する。 
   ② 分散減少法の多くは、期待値型計算の誤差を減少させる技術であり、それをそ

のままパーセンタイル型計算に適用できる保証はないこと。 
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３．一様乱数の統計的独立性の検証 

・モンテカルロ法の実務におけるステップ 
  ① 一様乱数を生成 
  ② 一様乱数を標準正規乱数に変換 
  ③ 正規乱数を多次元正規乱数に変換 
  ④ 生成した多次元正規乱数を使用し、原資産価格を発生させ派生商品価格を計算 
  ⑤ サンプルの平均値、もしくはサンプルのα点を求める。 
②→③ 
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 （平均０、分散１）の標準正規分布 
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 （平均ベクトルμ、分散共分散行列Σ）の多次元正規乱数 
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（１）乱数の周期と Excel の組み込み乱数 

 ・コンピューターで生成される乱数の特性 
   ① 周期性がある。 
     モンテカルロ法を利用する場合、同じ乱数列で計算しても同じ結果をもたらす

だけであるため、試行しても意味がない。つまり、十分長い周期を持った乱数で

なければ、精度をあげることができない。 
   ② 周期はソフトウェアによって異なる。 

    ア．Excelの分析ツール（周期 ）
152

    イ．ワークシート上で利用できる Rand関数（同 以下） 202
    ウ．VisualBasicで利用できる Rnd関数（同 ） 242
    エ．現Ｃ言語標準乱数 Random（ ） 622
    オ．メルセンヌ・ツイスター法（ ） 199372
     （注）上記乱数の発生方法は、イ～ウが線形合同法、エ～オはシフトレジスタ

ー法 
（２）メルセンヌ・ツイスター法と乱数の統計的独立性 

 ・周期が長い 
長い周期を持つことで、統計的独立性が高く、多次元の乱数ベクトルの生成に有用で

ある。 
（３）メルセンヌ・ツイスター法と線形合同法の比較と多次元（疎）結晶構造 

 ・線形合同法とは 
  （算出式） 
    caxx nn +=+1 Mod M  
  （簡単な例） 
      、 、 、3=a 11 =x 0=c 7=M とすると、 

乱数列は、 となり、周期６（＝７－１）の乱数が生成

できる。 
...}5,4,6,2,3,1,5,4,6,2,3,1{

ここで、 がa M （法という）の原始根ならば、最大周期 1−M を得ることがで

きる 
  （参考） 
     ７０～９０年代までのＣ言語の標準疑似乱数だった randの場合 

    、 、1103515245=a 12345=c 312=M で、最大周期 1231 −  
 ・シフトレジスター法 

線形合同法では、最大周期は が限度である。これは、現在のコンピューターの処

理が３２ビット単位で行われており、３２ビットより大きい単位の計算には非常に時

間を要することに起因する。 

322

 ・線形合同法と多次元疎結晶 
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４．多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法 

 ・「一様乱数→１次元正規乱数」のステップ 

  ① 逆関数法 

    標準一様乱数u とすれば、標準正規分布の分布関数は、 ]1,0[

    ∫ ∞− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=Φ

x
duux

2
exp

2
1)(

2

π
 

    と表され、逆関数 を使用し、正規乱数を得る。 )(1 x−Φ
  ② ボックス・ミュラー法 

    の標準一様乱数]1,0[ 1ξ 、 2ξ ２個から、 

     211 2cos)log( πξξη −=  

     212 2sin)log( πξξη −=  

    ２個の独立な正規乱数 1η 、 2η （平均値０、分散１）を得る。 
  ③ 中心極限法 

 

（１）多次元正規乱数列の生成方法とモーメント調整法 

 ・「１次元正規乱数→多次元正規乱数」のステップ 
   上記ステップにより得られた１次元標準正規乱数列 を、コレスキー分

解を用いて一般の多次元正規乱数に変換する。 
},,,{ 21 nxxx L

 ・コレスキー分解とは 
  野村證券金融研究所（２００１）より 
   「リスク資産の価格は確率変数で表される。通常多資産問題ではそれらは互いに相

関しあっている。それらを無相関な確率変数に変換して取り扱いたいときにあらわ

れる行列の分解法に一種。 
非退化的な実対称行列Ａは適当な下三角行列Ｌによって、 

TLLA =  
と分解可能である。これをコレスキー分解という。」 

 ・コレスキー分解の手順 
   ① 行列が正値対称行列（注）であること。 

    （注）ベクトル に対して、 が成り立つ行列Ａという。 x 0>Axxt

   ② 具体的な例 

        コレスキー分解する正値対称行列 、上三角行列 とすると、 ija
iju
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（資料） 
① モンテカルロ法によるヨーロピアンオプションのプライシング 

モンテカルロ法によるヨーロピアンオプションの価格

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

6

1 383 765 1147 1529 1911 2293 2675 3057 3439 3821 4203 4585 4967 5349 5731 6113 6495 6877 7259 7641 8023 8405 8787 9169 9551 9933

試行回数
注）対象のヨーロピアンオプションの内容は以下の通り。
　　期間５ヵ月、原資産の株式の現在の価格は６２ドル、ボラティリティは年間２０％、
　　利子率は１０％、権利行使価格は６０ドル。

 
 
 
② ブラック－ショールズ式による算出 
 

641287.0
12/52.0

)12/5()2/2.01.0()60/62ln( 2

1 =
×++

=d  

  512188.012/52.0 =−= dd 12  

  、  739332.0)( 1 =dN 695740.0)( 2 =dN
  798.595918.06062 21 =××−×= ddC  
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